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Q 1 (8 points). Soit (Pn)n une famille de polynômes orthogonaux classique par
rapport à un poids ρ sur un intervalle (a,b) où a et b sont deux réels tels que
a < b.

1. Rappeler la définition d’une fonction poids. [1.5pt]

2. Donner toutes les caractéristiques de la famille (Qn)n avec Qn = 1
n+1 P ′

n+1.
[3pts]

3. On suppose qu’une famille (Rn)n de polynômes tels que pour tout n, Rn

soit de degré n satisfait une équation différentielle de la forme

σ(x)y ′′(x)+τ(x)y ′(x)+λn y(x) = 0

où σ est un polynôme de degré 2, τ un polynôme de degré 1 exactement et
λn une constante. Montrer qu’elle est orthogonale par rapport à un poids
que l’on déterminera. [3.5pts]

Q 2 (12 points). On définit la fonction Lαn de la façon suivante :

Lαn(x) = (α+1)n

n!
1F1(−n;α; x).

1. Montrer que pour tout n ∈N, Lαn est une polynôme de degré n. [2pts]

2. Montrer que [2pts]

+∞∑
n=0

Lαn(x)r n = 1

(1− r )α+1
exp

(−xr

1− r

)
.

3. On pose F (x,r ) = 1
(1−r )α+1 exp

(−xr
1−r

)
. Montrer que [2pts]

(1− r 2)
∂F

∂r
+ [x − (1+α)(1− r )]F = 0.

4. Montrer que [2pts]

(n +1)Lαn+1(x)+ (x −α−2n −1)Lαn(x)+ (n +α)Lαn−1(x) = 0.

5. Montrer que [2pts]

x
dLαn(x)

d x
= nLαn(x)− (n +α)Lαn−1(x), n ≥ 1.

On pourra utiliser la relation (1− r )∂F
∂x + r F = 0.

6. Déduire que Lαn est solution de l’équation différentielle [2pts]

xu′′+ (α+1−x)u′+nu = 0.
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