MINESEC Année scolaire 2011-2012

Lycée de Japoma Classe : T'* C Durée : 4 heures
Département de Mathématiques Séquence 4, Mars 2012
www.easy-maths.org Coef 5

Epreuve de Mathématiques

Enseignant : Njionou Patrick, S.

Le correcteur tiendra compte de la rigueur dans la rédaction et de la clarté de la copie. 1l est demandé a l'éleve de
justifier toutes ses affirmations.

EXERCICE 1 S points

Soient a un réel strictement po-
sitif et OABC un tétraedre tel
que :

e OAB, OAC et OBC sont des
triangles rectangles en O,

e OA=0B=0C =a.

On appelle I le pied de la hau-
teur issue de C du triangle
ABC, H le pied de la hauteur
issue de O du triangle OIC, et
D le point de l'espace défini par
— —

HO =0D.

1. Quelle est la nature du triangle ABC? [0,75pt]

2. Démontrer que les droites (OH) et (AB) sont orthogonales, puis que H est Uorthocentre du triangle
ABC. [0,5pt]

3. Calcul de OH

a. Calculer le volume V du tétraedre OABC puis laire S du triangle ABC. [0,75pt]
3
b. Exprimer OH en fonction de V et de S, en déduire que OH = a%. [1pt]

4. FEtude du tétraédre ABCD.

) . l—0 1—= 1=
L’espace est rapporté au repere orthonormal <O ; EOA , EOB , EOC >

a. Démontrer que le point H a pour coordonnées : (%, %, %) [0,5pt]

b. Démontrer que le tétracdre ABCD est régulier (cest-a-dire que toutes ses arétes ont méme
longueur). [0,5pt]

c. Soit Q le centre de la sphere circonscrite au tétraecdre ABCD. Démontrer que Q est un point

de la droite (OH) puis calculer ses coordonnées. [1pt]
EXERCICE 2 S points

— =
Le plan complexe est muni d’'un repéere orthonormal direct (O ; O 5 OJ ) On considere les points A et

. 3 .
B d’affixes respectives zp = 2 et zg = 2 + 1.

On considere les points M, N et P tels que les triangles AMB, BNO et OPA soient des triangles
rectangles isoceles de sens direct comme le montre la figure ci-dessous.



-

On note s la similitude directe de centre A qui transforme M en B.
On note sy la similitude directe de centre O qui transforme B en N. On considére la transformation
T = S9 O S1.

Le but de l'exercice est de démontrer de deux facons différentes que les droites (OM) et (PN)
sont perpendiculaires.

1. A laide des transformations

a. Donner langle et le rapport de s; et de so. [1pt]
b. Déterminer l'image du point M puis celle du point I par la transformation r. [0,5pt]
c. Justifier que T est une rotation dangle g dont on précisera le centre. [0,5pt]
d. Quelle est l'image du point O par r? [0,5pt]
e. En déduire que les droites (OM) et (PN) sont perpendiculaires. [0,5pt]

2. En utilisant les nombres complexes

a. Donner les écritures complexes de sy et sg. On utilisera les résultats de la question 1. a. [0,5pt]

b. En déduire les affixes zy et zy des points M et N. [0,5pt]

c. Donner, sans justification, laffixe zp du point P puis démontrer que les droites (OM) et (PN)

sont perpendiculaires. [1pt]
PROBLEME 8 points

Soit f la fonction définie sur [0,1] par :

f(0) = f(1)=0
f(x) = (lnx) xIln(l—x), pour x€]O; 1]

ol ln désigne a fonction logarithme népérien. On note € sa courbe représentative dans un repere ortho-
normal. (unité graphique : 10cm).
On admet que l'm}) f(x) =0 et li,m1 f(x) = 0, ainsi que le résultat suivant :

X— X—

pour o >0, limx*lnx=0.
x—0

Partie A- Etude de la fonction f

In(1—
1. a. Déterminer la limite quand x tend vers O de l'expression w [0,25pt]

f
b. En déduire la limite quand x tend vers 0 de l'expression %; que peut-on déduire pour la

courbe C? [0,25pt]
2. Montrer que pour toutxe]—1 ; 1[ f(l—x> :f<1+x>.
2’20 2 2
Que peut-on en conclure pour €? [0,5pt]



3. Soit ¢ la fonction définie sur | O; 1] par :

ex)=(1—-x)In(l—x) —xInx.

2x —1
a. Déterminer @’(x), puis montrer Légalité ¢”(x) = (71( ] ; en déduire les variations de ¢’
x(1—x
sur ]0;1L. [0,5pt]
b. Montrer que @’ sannule en deux valeurs &y et &g sur ]0; 1 [ (on ne cherchera pas a calculer
ces valeurs). Donner le signe de ¢’ sur ]0;1[. [0,5pt]
c. Déterminer la limite quand x tend vers O de lexpression @(x) et la limite quand x tend vers 1
1
de @(x). Calculer ¢ <§> En déduire le signe de @(x) sur J0;1[. [0,5pt]
4. a. Montrer que f'(x) a méme signe que @(x) sur ]0; 1[. [0,5pt]
b. Donner le tableau de variations de f. [0,25pt]
c. Montrer que, pour tout x €]0 ; 1, les inégalités suivantes sont vraies : [0,5pt]

0 < (Inx) x In(1—x) < (In2)2.

d. Tracer C. [0,5pt]

Partie B - Encadrement d’une intégrale

1
Pourte}O; 5[, on pose :

1 1

1 1 1
Ii(t) :rxlnx dx, Is(t) :JZ lnxdx, I(t) :r f(x) dx.
t t

1. a. A laide d’intégrations par parties, montrer que : [1pt]
n2 1 1, 2 m2 1 tnt 3
L(t)=——= — — — —t?Int+ —; I(t)=——r — — — —
="~ gttty bll=—gr—m-—3-*3

b. Déterminer les limites de I;(t) et de Is(t) quand t tend vers O. [0,5pt]

1
2. Soit g et h les fonction définies sur ]0; 2 [ par

2

glx) = — [x n %] et h(x)=g(x)— %
a. Etudier sur ]0;% [ les variations de la fonction [0,25pt]
x — In(l—x) — g(x).
b. En déduire que, pour tout x € ]0 ; % { : [0,25pt]
In(l1—x) < g(x).
c. Par un procédé analogue, montrer que pour tout x € ]O ; % { : [0,5pt]
In(1—x) > h(x).
d. En déduire un encadrement de f(x) sur ]0 : % [ [0,25pt]
3. a. Montrer que —Ij(t) — %Iz(t) < I(t) < =Ty (t) — In(t). [0,5pt]

b. En supposant que I(t) admet une limit notée { quand t tend vers 0, donner un encadrement
de £. [0,5pt]

« Si lesprit dun homme s'égare, faites-lui étudier les mathématiques, car dans les démonstrations, pour peu qu’il
s’écarte, il sera obligé de recommencer. »Frangis Bacon.



