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L’épreuve comporte deux problémes indépendants.

Probléme 1 (10pts). Soit (V,,(z)) la famille définie par

sin (n+ %) 0

-0
Sln§

Vi(x) = , x=cosf, 0<6 <.

. Montrer que V,,(z) est un polynéme de degré n dont on déterminera le coefficient dominant. Indication :

on montrera d’abord que V,,41(x) + Vy—1(x) = 22V, (x), n > 1. [2pts]

2. Montrer que (V,,(z)) est une famille de polynomes orthogonaux classiques dont on déterminera les
éléments caractéristiques tels que la relation de récurrence a trois termes et I’équation différentielle du
second degré. [2pts|
Indication : on se servira de la relation

T . o0 ™

/ Vo (2) Vi (z) sin® —=df = —dpm, n,m > 0;
0 2 2
que 'on prendra le soin d’établir.
3. Déterminer la famille monique (v, (x)) associée a (Vi (x)). [0.5pts]
4. (a) Déterminer explicitement les zéros (x, ) de vp, n > 1 tels que x5, 1 < Tp2 < -+ < Tpp. [1pts]
(b) Montrer que les A, de la formule de quadrature de Gauss sont donnés par [2pts]
N dr 5 (n—k+1
(TN < o + 1 77)'
(c) Ecrire la formule de quadrature de Gauss. [1pts]
1 1/2
(d) Calculer / (1 — :c) (1+ 2%)dzx. [1pts]
1 \1l+=z

5. Déterminer [0.5pts]

lim z,1, lim x,,.
n—oo n—oo

1

V1 —2xy + 22

sur ensemble € = {(z,y) € R?/2|z||y| + |z|?> < 1} ¢ a un développement de la forme

Probléme 2 (10pts). On considére la fonction de deux variables ¢(z,y) =

+o00
d(x,y) =Y An(y)a" (E)
n=0

. On admet que

ou les A,, sont de classe C* et que les dérivées partielles de ¢ & tous les ordres, par rapport & ’ensemble des
deux variables x et y, peuvent se calculer en dérivant terme & terme le deuxiéme membre de 'égamité (E).

1. Calculer A,,(0) et A, (0) pour tout n € N. [2pts]
2. Calculer xa—qb(x )+ (x — )%(x )
En déduire que yAf(y) = 0 et pour tout n > 1, yA7 (y) — Al,_,(y) = nA,(y). [2pts]
d
3. Calculer (1 —2zy + xz)a—i(m,y) + (x —y)o(x,y).
En déduire que 'on a A;(y) — yAp(y) = 0 et pour tout n > 2 [2pts]
nAn(y) — (2n = DyAn1(y) + (n — 1) An-2(y) = 0.
4. Montrer en utilisant les relations précédentes que A} (y) — yAl _1(y) = nA,—_1(y), puis que [3pts]
(1= y*)A%(y) — 2945, (y) + n(n + 1) An(y) = 0.
5. A quelle famille de polynoémes appartient (A,)? [1pts|



