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Théoréme des accroissements finis et suites numériques

EXERCICE 1
Soit h la fonction définie sur R par :

h(x) = (3e* —x—4)e’".

On admet qu'’il existe un nombre réel a et un seul dans 'intervalle I = [0 ; 1] tel que h(a) =0.
1. Justifier que, dans l'intervalle I, 'équation h(x) = 0 est équivalente a I'équation

x4 . x+4
3e* — x—4 =0 puis al’équation x =In =/

+4
2. On considere la fonction ¢ définie sur I'intervalle I par ¢(x) =1n (xT)

(a) Montrer que, pourtoutxe I, ¢(x) € 1.
1
(b) Montrer que, pour tout x € I, |(p’(x)| < 7

(c) Calculer ¢(a).
3. On considere la suite (uy),cn d’éléments de I définie pour tout n € N par uy = 0 et
Upt1 =@ (Up).

(a) Montrer que, pourtout neN, |uy41 —al < —|u, —al.

—
|

n
(b) Montrer que, pour tout neN, |u, —al < (Z) .

(c) En déduire que la suite (u,),cn coOnverge. Préciser sa limite.

(d) Déterminer un nombre entier naturel p tel que u, soit une valeur approchée de a
2107 pres. Donner une valeur approchée de u, 2107

EXERCICE 2(Pondichéry mai 1999)
On considere la fonction & définie sur [0 ; + oo[ par h(x) = xe* —2e* + 2.
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1. Déterminer les variations de h (on précisera h(0) mais la limite en + oo n’est pas de-
mandée).

3
2. Déterminer le signe de h (5)
3
—:2
2

En déduire qu'il existe un unique réel a € tel que h(a) =0.

En déduire le signe de h sur [0 ; + ool.

3. Démontrer que, sur [0; + oo[, 'équation h(x) = 0 équivaut a

2(1-e ") =x.
4. Soit la fonction g définie sur [0 ; + ool par

gx)=2(1-e 7).

3
2

N |~

On pose I = . Montrer que, pour tout x de l'intervalle I, |g’'(x)| <

5. Soit la suite (x;) ;> définie par

3
X = = .
! 2 pour tout entier n = 1.
Xn+1 = g(xn)

Démontrer que, pour tout entier n supérieur ou égal a 1, x, appartienta I.

6. Démontrer que, pour tout entier n supérieur ou égalal:

1
[Xpe1—al < 5|xn —al

1
et |x,—al< on"
En déduire que la suite (x,) converge vers a.

7. Déterminer un entier p tel que x;, soit une valeur approchée a 10~ 3 prés du nombre
réel a. Donner une valeur approchée de x;, avec trois décimales.

EXERCICE 3(Polynésie juin 1999)
On considere les fonctions f et g, définies sur R par : f(x) = x —e**72 et g(x) = e>*"2. On
définit ensuite dans R la suite (u,) par:

Ug = 0
Ups1 = e

1. Etudier les variations de f et donner son tableau de variations.

2. Onnote I I'intervalle [0;0,5]. Démontrer que I'’équation f(x) = 0 admet dans I'intervalle
[ une unique solution qu’on notera a.
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EXERCICE 4(Nouvelle-Calédonie décembre 1999)

2 n
. Démontrer, par récurrence, que : |u, — al < (— .

. Démontrer que I'équation f(x) =0 est équivalente a g(x) = x. En déduire g(a).

. Démontrer que, pour tout réel x de 'intervalle I, on a:

lg' ()] <

(IS

. Démontrer que, pour tout réel x de 'intervalle I, g(x) appartienta I.

. Utiliser I'inégalité des accroissements finis pour démontrer que, pour tout entier natu-

reln : Uy — Uyl < —lu,—al.
e

e

. En déduire que la suite (u,) converge et donner sa limite.
. Déterminer un entier naturel p tel que : |u, —a| <107°.
10.

En déduire une valeur approchée de a a 10™° prés : on expliquera I'algorithme utilisé
sur la calculatrice.

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = (x + 1)e?~.

1.
2.

Etudier la limite de f en + oo puis la limite de f en —oco.

Soit x un nombre réel. Calculer f'(x).
Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variations.
Préciser le signe de f(x) pour tout réel x.

. Montrer que l’équation f(x) = 2 admet une solution unique xy dans!'intervalle [0, 2;0, 3].

1 2
. Démontrer que x, satisfait a la relation : xo = > ln( )

Xo+1
Soit & la fonction définie sur I =[0,2; 0,3] par

h(x) = 1ln(i)
2 x+1

(a) Démontrer que pour tout x de I, h(x) appartiental.

(b) Démontrer que pour tout x de I, |h'(x)| <0,42.

. Soit (u,) la suite définie par : up = 0,2 et, pour tout entier naturel n, u,+1 = h(u,).

(a) En utilisant I'inégalité des accroissements finis, démontrer que, pour tout entier
naturel n,ona: |u,+1 — xol <0,42|u,; — xpl.
ATlaide d'un raisonnement par récurrence, déduire que, pour tout entier naturel
nona:|u,—x <0,1x(0,42)".

(b) Déterminer la limite de (u,,) .

(c) Déterminer un entier p tel que Iup — Xl < 107°.
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EXERCICE 5(Polynésie septembre 2000)
On considere la fonction numérique f définie sur R par :

fx)=2x+1-xe" L,
On note (€) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormal (O, 7, J).

1
—xe¥).
e

1. Etudier la limite de la fonction f en —oo puis en —oo (on pourra écrire xe* ! =

2. (a) Calculerla dérivée f’ et la dérivée seconde f” de la fonction f.
(b) Dresser le tableau de variation de la fonction f’ en précisant la limite de la fonction
f' en —oo.
(c) Calculer f'(1) et en déduire le signe de f’ pour tout réel x.
(d) Dresser le tableau de variation de la fonction f.

3. Soit I l'intervalle [1,9;2]. Démontrer que, sur I, ’équation f(x) = 0 aune solution unique,
a.

4. On considere la fonction g définie sur l'intervalle I par :

1
gx) = 1+ln(2+;).

(a) Démontrer que, sur I, I’équation f(x) = 0 équivaut a I'’équation g(x) = x.
(b) Etudier le sens de variation de la fonction g sur I et démontrer que, pour tout x
appartenant a I, g(x) appartient a I.

(c) Démontrer que, pour tout x de l'intervalle I, |g'(x)| <

O |~

(d) Soit (1) la suite de nombres réels définie par :
up=2 et,pourtoutndeN, u,i; =gu,).
i. Démontrer que tous les termes de cette suite appartiennent a I'intervalle I.
ii. Démontrer que, pour tout ndeN, |u,+; —al < él U, — al.
iii. En déduire, en raisonnant par récurrence, que :

1 n
pour tout n de N, Iun—als(g) X —.,

iv. En déduire que la suite (u,) converge et préciser sa limite.

EXERCICE 6 (Asie juin 2001)

X

On considere la fonction f, définie sur l'intervalle | — 1; +oo[ par : f(x) = m
X

On désigne par (¥) la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repere orthonor-
mal (O, 7, J).

1. (a) Calculer lalimite de cette fonction lorsque x tend vers + oo.
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(b) Calculer la limite de cette fonction lorsque x tend vers - 1.
Que peut-on en déduire pour la courbe (€) ?
, . . x—1
2. Calculer f'(x) et montrer que son signe est celui de =1
x

3. Dresser le tableau de variation de f.

4. Tracer la courbe (%), les droites d’équations respectives x = —1 et y = 1, ainsi que la
tangente a cette courbe en son point d’abscisse 0 (unité graphique : 4 cm).

5. Montrer que I'’équation f(x) = 1 admet une unique solution, notée a, dans l'intervalle
[1;10].
Utiliser le graphique précédent pour donner deux nombres entiers consécutifs a et b
tels que a appartient a l'intervalle [a ; b].

6. Montrer que I’équation f(x) = x a une unique solution S et que celle-ci est élément de

I'intervalle 3 ;1.
X
Soit & la fonction définie sur | — 1, +oo[ par h(x) = ——.
(1+x)3
(@) i. Vérifier que, pour tout x appartenanta]—1,+oo[ona: f'(x) = f(x) — 2h(x).
ii. Calculer #'(x).

iii. En utilisant la question i, calculer f”(x).

1
En déduire le sens de variation de f dans l'intervalle 3 ; 1]
£ 10s R
En déduire que, pour tout x appartenant a 5 ;1lona:
1
!
X)|<-—.
GRS,

(b) On définit la suite (U,), pour tout nombre entier naturel n, par Uy =1 et U,4; =

fUy,) pour n = 0. On admet que, pour tout nombre entier naturel 7, on a :
U,<1.

1
=<
2
i. Montrer que, pour tout nombre entier naturel n, on a:
1
ii. Montrer par récurrence que, pour tout nombre entier naturel 7, on a :

U B s(i)

iii. En déduire une valeur approchée numérique de 84 1073 pres.
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EXERCICE 7 (Nouvelle-Calédonie novembre 2002)
Le plan & est rapporté a un repére orthonormal direct (O, 7, J). (Unités graphiques : 2 cm).

Partie A
On considere la fonction f définie sur R par

flx)=B+x)e 2.

1. Déterminer les limites de f en —oo, puis en +oo.
2. Etudier les variations de f sur R et dresser son tableau de variations.
3. Construire la courbe (I') représentative de f dans (O, 7, ).
4

(a) Démontrer que ’équation f(x) = 3 admet deux solutions dans R.
3
Soit a la solution non nulle, montrer que: -2 < a < —5

(b) Plus généralement, déterminer graphiquement suivant les valeurs du nombre réel
m, le nombre de solutions de ’équation f(x) = m.

Partie B
On considere la fonction ¢ définie sur R par ¢(x) = 3ez —3.

1. Démontrer que f(x) = 3 si et seulement si ¢(x) = x.

2. Soit ¢’ et " (x) les dérivées premiere et seconde de la fonction ¢.

a+3

(a) Calculer, pour tout réel x, ¢'(x) et ¢”(x). Justifier que ¢'(a) = —

(b) Etudier le sens de variation de ¢/, puis celui de ¢.
(c) On se place désormais dans l'intervalle I = [-2; «].

3. Montrer que, pour tout x appartenant [ ;

(a) ¢(x) appartient I.

1 3
b) —<¢'(x)<-
(b) 5 ¢'(x) 2
(c) En déduire, al’aide d'une intégration, que pour tout x de l'intervalle I, on a:

1 3
0< z(a—x) spla)—px) < Z(a—x).

4. On considere la suite (u;) définie sur N par :

{ Uo = =2
Up+1 = @(Up-1)
(a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier n, u, appartient a I'intervalle I.

(b) Justifier que, pour tout entier n,

3 3\"
Osa—unﬂsz(a—un) puis que Osa—uns(z) .
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(c) En déduire que la suite (u,) est convergente et donner sa limite.

3\P
(d) Déterminer le plus petit entier p tel que : (Z) <1072,

Donner une approximation décimale 1072 prés de up, al'aide d'une calculatrice,
puis une valeur approchée de a 2 2 x 1072 pres.

EXERCICE 8

1
Le but de I’exercice est démontrer que I’équation (E) : e¥ = —, admet une unique solution dans
X

I’ensemble R des nombres réels, et de construire une suite qui converge vers cette unique
solution.

I. Existence et unicité de la solution

On note f la fonction définie sur R par :

fx)=x—e".

1. Démontrer que x est solution de I'équation (E) si et seulement si f(x) = 0.
2. Etude du signe de la fonction f.
(a) Etudier le sens de variations de la fonction fsurR.

(b) En déduire que I'équation (E) possede une unique solution sur R, notée a.

1
(c) Démontrer que appartient a a l'intervalle > ;1.

(d) Etudier le signe de f sur I'intervalle [0 ; a].
II. Deuxiéme approche
On note g la fonction définie sur 'intervalle [0; 1] par :

1+x
1+e*

gx) =

1. Démontrer que I’équation f(x) = 0 est équivalente aI’équation g(x) = x.
2. En déduire que a est'unique réel vérifiant : g(a) = a.

3. Calculer g’'(x) et en déduire que la fonction g est croissante sur I'intervalle [0 ; a].

III. Construction d’une suite de réels ayant pour limite
On considérera la suite (u,) définie par : uy = 0 et, pour tout entier naturel n, par : u;+ =

8 (un).
1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel 7:0 < u,, < Uy ;.
2. En déduire que la suite (u,) est convergente. On note ¢ sa limite.
3. Justifier I'égalité : g(¢) = £. En déduire la valeur de ¢.
4

. ATaide de la calculatrice, déterminer une valeur approchée de 14 arrondie a la sixiéme
décimale.
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